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1 Inledning

Detta dr en sammanfattning av metoder for simulering av Differential- Algebraiska
Ekvationer (DAE) for kursen i Modellering given av Reglerteknik HT 2000.
Forst beskrivs kortfattat metoder for simulering av Ordinéra Differential-Ekvationer
(ODE) eftersom simuleringsmetoderna for DAE bygger pa dessa. En DAE
kan innehalla bade differentialekvationer och statiska samband och kan allmént
beskrivas av

F(j,y)=0 (1)
2 Simuleringsmetoder for ODE

Hér beskrivs metoder for att l6sa ODE, dvs system av typen

y=f(t,y) (2)
y(to) = vo (3)

2.1 Eulers metod

Eulers metod gar ut pa att man integrerar differentialekvationen éver ett kort
tidsintervall, h:

t+h
e+ h) =y + [ frydr (4)
t
Sedan approximeras integralen med vérdet i &ndpunkten
t+h
| fer = nfey) (5)
t
Detta ger simuleringsformeln

y(to) = yo (7)



2.2 Runge-Kutta-metoder

Idén med Runge-Kutta-metoder &r att forbattra simuleringsnoggrannheten genom
att integralen skattas noggrannare.

t+h s
| e ~h 3 s chye ) (8)
t i=1

y(t + ¢;h) maste approximeras eftersom de inte ar kianda vid tidpunkten ¢. En
s-stegs Runge-kutta-metod ges av

ki = hf(tnayn+a11k1 +"'+a15ks) (9)
k? = hf(tn + Cthyn + a21k1 + -+ QQSks) (10)
: (11)
ks = hf(tn + csh,yn + asiky + - - + as,s—lks—l) (12)
Ynt1l = Yn +brkr + -+ + bk, (13)

Om a;; # 0, j > @ nagonstans &r Runge-Kutta-metoden implicit och ett olinjart
ekvationssystem maste 16sas for varje iteration.

2.3 Multistegsmetoder

Multistegsmetoder skiljer sig fran Euler och Runge-Kutta genom att flera gamla
y-varden anvéands istallet for bara ett.

k k
> iynir =hY Bif (bnsi Ynti) (14)
i=1 i=1

De forsta k virdena av y maste vara kinda eller beréiknas med nagon enstegsme-
tod. Aven héar finns explicita och implicita varianter.

3 Simuleringmetoder for index 1 problem

Index 1 problem kan skrivas pa formen
y=f(y,2)
0=yg(y,2) (15)

Eulers metod kan anvéndas direkt pa detta system genom att 16sa ekvationssys-
temet 0 = g(yn, 2, ) numeriskt map z, i varje steg. Eulers metod har dock dalig
noggrannhet.

3.1 Runge-Kutta-metoder

Runge-Kutta-metoder kan anvéndas pa index 1 problem genom ett litet trick.
Betrakta systemet

v=f(y,2)
ez =yg(y,z) (16)



Da e — 0 6vergar 16 till DAE:n 15. Pa systemet 16 kan Runge-Kutta anvéndas.
Valj en Runge-Kutta-metod med koefficienter a;;,b; och applicera pa systemet
16.

Yni = yn+h§:aijf(ynjaznj) (17)
j=1

€Ln; = €2n + hi: aij9(Ynj, Znj) (18)
=1

Yn+1=Yn +h XS: bif (Ynis Zni) (19)
i=1

EZpt1 = €Zn + hzs: big(Yni, Zni) (20)

i=1

Yni, Zni r en omparametrisering av RK-koefficienterna k;.

Yni = Yn + Z aijk}§y) (21)
j=1
j=1

dar k§y) och kiz) ar de delar av k; som hor till respektive variabel. Bilda matrisen
aip - Qs
e R (23)
asy - QGss
RK-metoden maste vara sadan att A ar inverterbar
wir o Wis
A= (24)
Ws1 "t Wss

Fran 18 kan man da 16sa ut g(Ya:, Zn;)

hg(Yi, Zni) = € Y wij(Znj — 2n) (25)

j=1

Genom att sétta in 25 i 20 kan man eliminera ¢ ur uppdateringen av z,. Sedan
kan man satta € = 0 och fa en iterationsformel

S
Yoi = Yn +h Y aijf Vo, Znj) (26)
i=1
0=9(Yoj, Znj) (27)
i=1
S S
Zny1 = (1 — Z biwij)zn + Z biwi; Znj (29)
i=1 i=1



Man maste alltsa 16sa ett olinjart ekvationssystem numeriskt i varje iteration.
Man kan visa att det globala felet fér en RK-metod av ordning p ar

Yn — y(tn) = O(RP) (30)
2n — 2(tn) = O(hP) (31)

dvs lika bra som for ODE.

3.2 Multistegsmetoder

Multistegsmetoder kan anvéndas pa index 1 problem med samma trick som
anvandes for RK-metoder

k k
> itnri =hY_ Bif (Untir 2nti) (32)
i=1 i=1
k k
e iznpi=hY_ BigWniirznsi) (33)
i=1 i=1
(34)
Hér far man direkt simuleringsformeln genom att sétta e = 0
k k
> inri =hY Bif Untis Znti) (35)
i=1 i=1
k
0=nh Z Big(Yn-tis Znti) (36)
i=1
(37)

Aven hir maste ett olinjirt ekvationssystem 16sas numeriskt i varje steg. Det
globala felet for en multistegsmetod av ordning p ar

Yn — y(tn) = O(RF) (38)
2 — 2(tn) = O(hP) (39)

dvs aven har lika bra som fér ODE

4 Simuleringmetoder for index 2 problem

For index 2 problem krévs olika metoder for olika typer av system, har betraktar
vi semiexplicita system:

i=fly,2) (40)

0=g(y) (41)

For system av typen 40 kan samma metoder som for index 1 anvéndas, dvs bade
RK-metoderna och multistegsmetoderna. Skattningsfelet kan dock bli storre for
index 2 problem. For tex en multistegsmetod av ordning p blir det lokala felet
Yn = Y(ta) = O(hPH) (42)

zZn — 2(tn) = O(RP) (43)



Det globala felet kan uppskattas under vissa antaganden och kan i vissa fall bli
lika bra som i index 1 fallet. Det finns flera specialfall av RK-metoderna, dér
man kan visa olika resultat. Ex

e Projicerade Runge-Kutta-metoder
e ”Collocation methods”

For vissa metoder blir felet storre om steglangden minskas for mycket, sa att
felet kan vara av typ O(h? + %)
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